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1 Grunnleggende

1.1. Mengdelsere
1.1.1 Mengdeklammer: { }. A = {a,b,c} betyr at A er mengden med elementer a, b og c.

1.1.2 Mengde-betinging: er den vertikale streken |. C' = {x € A | (krav pa z) } angir den undermengden C av A hvor
kravene pa x er fullbyrdet.

1.1.3 Sannsynlighets-betinging: P(A|B) - sannsynligheten for A, gitt at B er tilfelle. Merk at | i P(A|B) ikke er en
mengdeoperasjon. Se (3).

1.1.4 Snitt kan skrives pa to méater: AN B eller AB, og er {z|x € A og x € B}.

1.1.5 Union skrives AU B, og er {z|x € A eller x € B}.

1.1.6 Mengdedifferens skrives som enten A\ B eller A — B, og er {z|r € A men x ¢ B}
1.1.7 Universet: 2 er symbolet for "hele universet”, altsa alle mulige elementer.

1.1.8 Den tomme mengden: ) = {} er den tomme mengden, som ikke har noen elementer.
1.1.9 Komplement: Gitt et univers 2, er A° = Q\ A. Leses "komplementet til A”.

1.1.10 Produkt: A x B = {(a,b)|a € A, B € B}, mengden av alle ordnede par (a,b).
1.1.11 |A| eller n(A) betyr st rrelsen pa A; antall elementer.

1.1.12 |[AUB| =|A|+ |B| — |AB|

1.1.13 |AB|=|A| + |B|—|AU B|

1.1.14 |A— B| = |A| — |AB|

1.1.15 |A°| = |Q| — |A]

1.1.16 N={1,2,3,4,...} - alle positive heltall. Telletallene.

1.1.17 Ny ={0,1,2,3,4,...} - alle ikke-negative heltall.

1.1.18 Z={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...} - alle heltall, bade positive og negative.
1.1.19 R - de reelle tallene; alle tallene pa tallinjen.

1.1.20 Intervaller (a,b): Klammene [ og ] tar med sine respektive endepunkt, mens klammene ( og ) utelater dem. I denne

sammenhengen kan ( og ) brukes som en upresis angivelse av intervallene nar det ikke er tellende hvorvidt endepunktene
er med eller ikke.



1.2. INDEKSERING OG GJENTATTE OPERASJONER )

1.2. Indeksering og gjentatte operasjoner

1.2.1 Indeksering: Den enkleste formen for indeksering er nummerering, sa som x1, 2,3, ..., 0g A1, As, Az, .... Andre
typer indeksering er indeksering etter dato (z2009.08.27) eller sted (Aguimsiaa), €ller multiple indekser slik som ag 3 eller ass
for elementer i matriser, eller Gg,imstad, 2009.08.27 for indeksering med tid og sted.

1.2.2 U Ay =An UAp 1 U---UA,_1UA,

k=m

123 () A =AnNApn-NA, 1 NA,

k=m

n n
1.2.4 Zak:am+am+1+~'+an,1+an. Hvis n < m, er Zak:()

k=m k=m

1.2.5 ﬁ Gk = Qpy * Q41 Qp—1 * Gp. Hvis n < m, er ﬁ ar =1
k=m k=m

1.2.6 Ax B={(a,b)|la € A, be B}

1.2.7 ﬁ Ap = A1 x Ay x -+ A, ={(a1,a9,...,a,)|ar € Ar}
k=1

1.2.8 |A x B| = |4]| - |B]|

[T 4| = T 144
k=1 k=1

1.2.9

1.3. Ofte brukte formler og funksjoner

1.3.1 Fakultet er definert for alle n € Ny, og er: n! = H k
k=1

1.3.2 Gamma-funksjonen er en generalisering av fakultet. I'(n) = (n — 1)! nar n € N

1.3.3 Gamma for halv-verdier: I'(n + 3) = (2n)! VT narn €N

nl4n
1.3.4 Stirling’s approximation I: n! = v/27mn (%)"
1.3.5 Stirling’s approximation II: n! ~ v/27n (%)n . (1 + ﬁ + ﬁ - m = )

n!

1.3.6 Binomial: (Z) = m Binomialen er et spesialtilfelle av multinomial: (Z) = (k’sfk).

. . n
1.3.7 Multinomial: <k;1, ko km) T Tl .

.. n n nfkl nfklfkgf"'fk'm_g
1.3.8 k : = . e
Omskriving <k1,k2, , .,km> (m) < koo ) ( K1 )

1.3.9 TI/CASIO: nk for (1), og nk for (n"i'k), (HP: comb(n, k) og perm(n, k))
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1.3.10 Pochhammer: (a), = Dath) (b+a-— 1)b (HP: perm(b+ a — 1,b))

I'(a)

1.3.11 Pascal’s trekant: (a +b)" =Y, (})a""b"

1.3.12 Den inkomplette Euler Beta-funksjonen, for @ € [0,1]: B(qp)(x) = [ t*71(1 — t)*~dt

1.3.13 Euler Beta-funksjonen: B(a,b) = B, (1) =

1.3.14 Regularisert Beta-funksjon, for = € [0,1]: [, 3)(7) = =5~

= f()w 5(a,b) (t)dt

1.3.15 Beta-funksjonen, for ¢ € [0,1]: B(qp)(t) = 1 - t* (1 —¢)°~* for ¢ € [0,1]; der k = B(a,b)

1.4. Summer

n(n+1

1.4.1 Y)_ k= nitl)
n n(n+1)(2n+1
1.4.2 Y _ k2 = nloxl@ndl)

n _ n2%(n+1)?
1.4.3 Yp_ k3 = il

1.4.4 ZZ:O B4 — n(n+1)(2n+§())(3n2+3n71)

1.4.5 ZZ:O k5 = n2(n+1)2(122nz+2n_1)

1.4.6 Geometrisk rekke: ZkB:A rk = TALTJ:H

1.4.7 Uendelig geometrisk rekke: Y 22 , r* = {—i (hviss |r| < 1)

1.4.8 Y07 krk = e (hviss |r| < 1)

1.4.9 3732 K2k = 5 (hviss [r] < 1)
1.4.10 00, 7 = —In(1 —r) (hviss || < 1)

1411 Y0 = =



2 Beliggenhets- og spredningsmal

e Enkeltdata: x1,xa,...,z, eller sortert (1), T(2),..., %)
e Frekvensdata: Verdier vy, ..., v, med antall hhv. aq,..., ag, totalt n data.
e Andelsdata: Verdier vy, ...,vr med andeler hhv. p1,... px

Grupperte data: Gruppene gar fra [j til uy = lx4+1 og antall i hver gruppe er ay. Hvert intervall har midtpunkt
v = l’“"’T“’“ og bredde b, = uy, — l.. Totalt n =, a; data. Kumulativ andel: Ay = p; +--- 4+ pr (la Ag = 0).

2.1. Andelsmal

Enkeltdata Grupperte data
Finn k£ = 355 - (n+1). Del opp &k = h +d i
Prosentil heltallsdelen h € N og desimaldelen d € [0,1). | Finn k slik at Ay < 1%0 < A;. Daer
Da er
Pp 2.1.1 2.1.2
B Ay
Pp = T(p) +d - (x(h-&-l) — :L‘(h)) Pp =1 + MTM . (uk — lk)
D118
Median z = Py
2.1.4
Kvartilene Q1 = P25,Q2 = Ps50,Q3 = Prs
2.1.5
Kvartilbredden Q3 — Q1
For enkeltdata har formelen for median ogsa en enklere form:
Median 2.1.6
ﬂc( ngl) dersom n er oddetall
(forenklet) 7 = 1 2
5 (x(%) + w(%H)) dersom n er partall
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2.2. Vektemal

Enkeltverdier Frekvensverdier Andelsverdier Grupperte verdier
Sum
D201l 2232 2R2R3) 2.2.4
n k k k
g | s T >j=185Y; ne Y1 DY D j=105V;
Kvadratsum
PPl 2.2.6 22N 2.2.8
no 2 n 2 N 2 (2 12
Vg2 | D1 T 2.7:1 a;vj n 2'7:1 D;V; Yok ok (Vi + 15 b%)
2.2.9 Gjennomsnitt: T = % For enkeltverdier brukes ofte T = %

2.2.10 Total variasjon: SS, =, (z —2)? =2 —n- 72 = 82 — %

2 SS.

T n

2.2.11 Populasjonsvarians: o . For enkeltverdier brukes ofte 62 = L 3" (z, — 7)%.

2 SSe

2 = 25 For enkeltverdier brukes ofte s2 = —L- 31" | (), — T)2.

2.2.12 Utvalgsvarians: s

2

2.2.13 Populasjonsstandardavvik: o, = /02

2.2.14 Utvalgsstandardavvik: s, = /2

2.3. Formler for verdipar {(z;,v;)}",
2.3.1 Produktsum: X,, = >}, zxyk

2.3.2 Total samvariasjon: SS;y =%,y —n-T -7 =Ygy —

58y

2.3.3 Populasjonskovarians: oy, = =

2.3.4 Utvalgskovarians: s;, = 552y

. o, 54
2.3.5 KOI‘I‘QIaSJOIlI Pxy = o_;:y = W = Sy Txy
zO Py




3 Sannsynlighet

3.1.1(Kolmogorovs aksiomer, betinget versjon) 3.1.2(“Bayesianske aksiomer”)

0< P(A[B) <1 P(AC|B) = P(A|B) - P(C|AB)
Aksiomer PQB) =1 P(A|B) +p(A°|B) =1
P(J4ilB) =* Y P(4ilB) P(B°|B) =0
il il

Ofte brukt P(A°) =1 — P(A) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB)

3.1.5(Bayesiansk)

P(A) = P(A[Q) = mumsuze — ()

mulige )

3.1.6(Frekventistisk)

P(A) = lim,,_, o, 42

n

Enkleste

modell

der a(n) er antall treff i A pa n forspk

3.1.7 3.1.8 3.1.9(Bayes formel)
Betinget P(A|B) = 552 P(AB) = P(A|B)P(B) P(4|B) = 2B
A og B er uavhengige hviss
Uavhengighet 3.1.10 3.1.11
P(A|B) = P(A) P(AB) = P(A)P(B)

A og B er uavhengige gitt C' hviss

Betinget 3.1.12 3.1.13

P(A|BC) = P(A|C) P(AB|C) = P(A|C)P(B|C)

Uavhengighet

A er uavhengig av By, ..., B, hviss Ay, ..
Uavhengighet 3.1.14 3.1.15

., A, er uavhengige gitt B hviss

P(A|B,Bs -~ By) = P(A)

med mange

ut en eller flere By, med Bj.

og likheten ogsa holder om du bytter

P(A: -+ Au|B) = P(A1|B) - P(A,|B)

og likheten ogsa holder om du bytter
ut en eller flere A; med Af.

Dersom alle A-ene er disjunkte, og indeksmengden I er en tellbar. Disjunkt=gjensidig utelukkende. Det betyr at for to vilkarlige og forskjellige A; og A; er A;A; = 0. En

mengde M er tellbar hvis vi kan sette den i 1-1 korrespondanse med (en begynnelse av) heltallene, slik at "1, 2, ...”

ved et tall, er mengden endelig. Hvis ikke, er den tellbart uendelig.

teller seg gjennom hele mengden. Hvis tellingen er ferdig



4 Gjentatte trekk fra samme mengde

4.0.1 Definisjon
e En sekvens av k trekk fra en mengde, er trekkene listet opp i den rekkefglgen de ble trukket. Et slikt trekk er
ordnet.

e En kombinasjon fra k trekk fra en mengde, er en oversikt over hvor mange av hvert slag som ble trukket. Et slikt
trekk er uordnet.

4.0.2 Hva slags type trekk det er
For & finne ut hva slags type trekk det dreier seg om, for & finne rett formel, spor fglgende spgrsmaél:
e Med/uten tilbakelegging: Er neste trekk uavhengig av de forrige, med samme sannsynligheter ved hvert trekk?
(Hvis det er trekk fra en urne: Legger vi tilbake etter hvert trekk?)

— Ja: “med tilbakelegging”
— Nei: “uten tilbakelegging”

e Ordnet/Uordnet: Har rekkefglgen av trekkene noen betydning?

— Ja: “ordnet”

— Nei: “vordnet”

4.1. Kombinatorisk:
Antall méater & trekke pa
Du finner parameterne n og k som skal inn i formelen slik:

e Hvor mange muligheter har du ved forste trekk? Dette er n

e Hvor mange trekk gjor du? Dette er k&

Med tilbakelegging | Uten tilbakelegging

4.1.1 4.1.2

Ordnet nk

e o 1.
Uordnet (n * : ) <Z>

10



4.2. SANNSYNLIGHETSTEORETISK: TREKK FRA EN MENGDE MED 2 SLAG;

4.2. Sannsynlighetsteoretisk: Trekk fra en mengde med 2 slag;

e N = totalt antall, elementer i mengden du trekker fra.

e S =57 = antall elementer av slag 1 i mengden du trekker fra.

e p=p; (: Wl) = som er andelen elementer av slag 1 i mengden du trekker fra.

e n — antall trekk.

e k = ki1 = antall trukne av slag 1.

Sannsynligheten for et slikt trekk er da:

Med tilbakelegging Uten tilbakelegging
4.2.1 4.2.2
N—n
Sekvens k n—k (ka)
(ordnet) pr(1=p) (Z)
4.2.3 4.2.4
Kombinasjon n F(1 — )t (i) (]Zizf) o (g:g) (Z)
(uordnet) k)P P ™ - )

11

Nar N er stor, gir formelen for trekk med tilbakelegging en god tilnserming til det eksakte svaret for trekk uten tilbakeleg-

ging.

4.3. Sannsynlighetsteoretisk: Trekk fra en mengde med m slag;

e N = totalt antall, elementer i mengden du trekker fra.

e S; — antall elementer av slag j i mengden du trekker fra.

n = totalt antall trekk.

k; = antall trukne av slag j.

Sannsynligheten for et slikt trekk er da:

Dj (: S—I\;) = andelen elementer av slag j i mengden du trekker fra.

Med tilbakelegging

Uten tilbakelegging

Sekvens

kfl k? . kvn
(ordnet) PrPo” " Pm

4.3.2
(517k1627\[1\:”8 71\)

(51,5.5,)

4.3.3

Kombinasjon < n >pk1pk2 B -pkm < n > ) (Sl—kl,Sz—kz,...,Sm—km
(uordnet) k17k27~~~7km L2 m k1>k27"'7km (Sl S;\C S

4.3.4
N—n




5 Stokastiske variable

Diskret fordeling, f(z) = ps Kontinuerlig fordeling f(z)
Sannsynlighet, 5.1.1 5.1.2
metode 1 P(X€A) =Y cubs P(X € (a,b)) = [ f(t)dt
Kumulativ 5.1.3 5.1.4
x
fordeling F(z) = Zpt F(z) = f(&)dt
t<z —00
1. moment, 5.1.5 5.1.6
Eo[;‘(\]'entnmg px = EX]=px = Z TPy EX]|=px = / - f(z)d
alle x >
2. moment, 5.1.7 5.1.8
oo
E[X?] E[X? = Z z2py E[X?] :/ 22 - f(x)dx
alle x —o°
Generelt 5.1.9 5.1.10
o0
BIA(X)] BB = Y ha) b B0 = [ hla) - fa)do
alle —00
5.1.11 5.1.12
E[XY] E[XY] = Z ZY - Pay E[XY] = / / xy - f(x,y)dydx
alle =,y —00 J —00
Sannsynlighet, 5.1.13
metode 2 P(X € (a,b]) = F(b) — F(a)
5.1.14
Variansen o2 0% =Var(X) = E[X?] — u%
Standardavvik o 5.1.15 5.1.16
og presisjon T ox = Ug( TX = ;1;
X
Kovarians o 5.1.17 5.1.18
og korrelasjon p oxy =Cov(X,Y) = E[XY] — uxpy pPXY = :XX;’Y
Prosentil og 5.1.19 5.1.20
Median P, er I"sningen z av F(z) = 55 Median er & = Psg

12



6 Sannsynlighetsfordelinger

6.1. Diskrete sannsynlighetsfordelinger

Fordelingene pa CASIO: OPTN » STAT » DIST
Fordelingene pa Texas Instruments: 2nd » VARS (DIST)

6.1.1 HYPERGEOMETRISK FORDELING, hyp,, s.n)(z), = € {0,1,...,n}

Fordeling f(z Kumulativ, F(z)

Formler

1.

0.8
0.6
0.4
0.2
L
15

0.2

(z)
0.15
0.1
0.05 | |
R 1 m

pdf: X ~ hyp(n7S7N) T

CDF: HYP(,, s v)(x) = Yo hyp(, 5.8 (2)

_ B0
(@) = =75

pux =np der p=3%
2 _ . N-—n
5 20 5 10 15 20 Ix = np(l p) N-1
Mathematica: HypergeometricDistribution[n, S, N]
CASIO: H-GEO » hyp(,,,5,3) () = Hpd— HypergeoPD(x,n, S, N)
HYP(, s n)(x) = Hed— HypergeoCD(z,n, S, N)
Tilneerminger: bin, ) () nar n < &
pois,, () nar 100 < n < 95 og n®3p < 0.47
normaltilneerming (7.2) nar n < 15 og np(1 — p) > 5.
6.1.2 BINOMISK FORDELING, bin(,, ) (z), = € {0,1,...,n}
0.12 1.
0.1 08 pdf: X ~ bin(n,p) (5C) = (Z)pw(l — p)n_w
0.08 xT .
0.06 06 CDF: BIN(HJ)) (33’) = Zz:O bm(nm) (Z)
0.04 04 Lx = np
Ul . |* A =l -
! 25 30 35 ' 40 25 30 35 40

Spesialtilfelle: Nar n = 1 har vi Bernoullifordeling, bern, =bin p).

Mathematica: BinomialDistribution|n, p]|

bing, ;) (x) = HP: binomial(n, x, p)
CASIO: BINM » Bpd— BinomialPD(x,n, p)
TI: binompdf— binompdf(n, p, z)

BIN(, ) (z) = HP: binomial _cdf(n, p, x)
CASIO: BINM » Bed— BinomialCD(z, n, p)
TI: binomedf— binomedf(n, p, x)

Tilnaerminger: bin, ,) (z) Apoisy, () nar n®3'p < 0.47.

normaltilngerming (7.2) nir np(l — p) > 5.

13
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6.1.3 POISSON-FORDELING, poisy (z), z € {0,1,...,00}
01 T
008 08 pdf: X ~ pois, (z) = 27 - e
0.08 08 CDF: POIS)(z) = >_7_, pois, (2)
0.04 ‘ | 04 /JLX — )\
0.02 0.2 2
|||| |||II|. OX_)\
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Mathematica: PoissonDistribution|}]
pois, (z) = HP: poisson (A, x)
CASIO: POISN » Ppd— PoissonPD(z, A)
TI: poissonpdf— poissonpdf(\, x)
POIS)\(z) = HP: poisson__cdf(\, x)
CASIO:  POISN » Pcd— PoissonCD(z, \)
TI: poissoncdf— poissoncdf(\, x)
Tilnserminger: normaltilnezerming (7.2) nar A > 10
6.1.4 NEGATIV BINOMISK FORDELING, nb;, ) (z), z € {0,1,...,00}

0.08; 1.

0.8

pdf: X ~nb, ) (z) = (m+k_1)pk(1 —p)*

0.06 k—1
T
- 06 CDF: NB(k,p) (ZL’) = Zz:O nb(km) (Z)
: 04 _ k(-p)
Hx ==
0.02 02
2 _ k(l-p)
J Ox = P2
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Spesialtilfelle: Nar k = 1 har vi Geometrisk fordeling (geom/GEOM).

Mathematica: NegativeBinomialDistribution[k, p]

nb, py () =p - binggyp_1,)(k — 1)
= HP:
CASIO:
TI:
NB(s,p) () =1 — BIN( 1 (k — 1)
= HP:
CASIO:
TI:
NBkp) (%) =I(1211)(P)
HP:

CASIO:
TI:

p - binomial(z + k — 1,k — 1,p)
p - BinomialPD(k — 1,z + k — 1,p)
p - binomial(z + k — 1,p,k — 1)
nar z,k € Ny
1 — binomial _cdf(z + k,p,k — 1)
BINM » Bed— 1 — BinomialCD(k — 1,z + k, p)
binomedf— 1 — binomedf(x + k,p, k — 1)
for alle z,k > 0

fisher cdf(2k,2(z+ 1) (z+1)p

 kp))

(z+)p
? k(1-p)’
(z+1)p
? k(1-p)’

FCd— FCD(0

2%, 2(z + 1))

0: — Fedf(0 2k, 2(x + 1))



6.1. DISKRETE SANNSYNLIGHETSFORDELINGER

6.1.5 BETA-BINOMISK FORDELING, b, 5.,

15

012
08

0.1
0.08 06

0.06
0.4

0.04
0.02 02

0 5 10 5 0 5 10 15

Nar X ~ bing, ) 0g p ~ Bap) (),
saer X ~ Bb(qpn) ().

n\ (@W)a(BD)n—z *
pdf X ~ ﬂb(a,bm) (J?) = (»L)(ga—(i-ib))n
a+b ab
. n . ( a ) ’ m
= T (a+b+n) . (at@) (btn—2)
atx a+b+n
CDF: BB(a,b,m) () = 27— Bb(a.b.m) (2)
nx = 25
o2 =  _nablatbin)
X = (a+b)2(a+b+1)

*  Pochhammer: (1.3.10)

Mathematica: BetaBinomialDistribution[a,b,n]

Kalkulator: Bruk formelen med (sum og) binomialer. Lurt & programmere inn.

6.1.6 BETA-NEGATIV-BINOMISK FORDELING, 8nb(q 1)

0.12
0.1 0.8

0.08| 06

0.06

0.4
0.04

0.02] 0.2

15

Nar X ~ nb(k,p) og p~ ﬂ(a,b) (),
saer X ~ fBnbi p ) ().

pdf: X ~ Bnbpr(z) = (1"1) (Efl’;;f)fk *
N
- kE—1 (a+b+k+w) . (a+k)(b+x)
a+k ab
CDF ﬁNB(a,b,k) (217) = Z:ZO ﬂnb(mb,k) (Z)
_ bk
mx = -
o2 —  Kblatb-1l)(atk—1)
X - (a—2)(a—1)2

*  Pochhammer: (1.3.10)

Mathematica: BetaNegativeBinomialDistribution|a,b,k|

Kalkulator: Bruk formelen med (sum og) binomialer. Lurt & programmere inn.

6.1.7 UNIFORM FORDELING, u,_;

Z;Z 1 Heltall z € {a,a+1,,,_,b}. n = b—a+1
008 pdf: X ~ugp(z) = %
0.04 CDF: U(a,b) (m) — r%tﬂ
0.02 ! l | 2 MX _ GTH)
5 1 15 5
2 _ n?-1
% l l 5 &10 ®15 420 25 Ox = n12

Mathematica: DiscreteUniformDistribution[min, max]



7 Kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

7.1. Normalfordelingen

(z—p)2
7.1.1 Sannsynlighetstetthet (pdf): X ~ ¢, o) = ﬁe_ 257
1.
. 4
3
2
1
1 4 05 06 07 08 09 1.
-2
-3
-4
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 - S T o T s 5 4 *5_1
¢(0,1)($) (i( )(’Amj (0?1)(13) = Zp

7.1.2 Forventet=median=modus: px = E[X]| = X = Xypaw = I

7.1.3 Varians: 0% = o2

7.1.4 Kumulativ sannsynlighet (CDF): P(X < 2) = ®(,, »(z) = @ (£2)

o

@10y (z) = Mathematica: CDF|[NormalDistribution|u, o], z]
HP: normald _cdf(u, o, x)
CASIO: NORM » Necd— NormCD(—10%, z, 0, 1)
TI: normalcdf— normaledf(—10%, z, i, o)
7.1.5 Invers kumulativ (iCDF): <I>(_M1_U) p)=p+zp-0 med shorthand z, = <I>(_011)(p)
@@10)@) = Mathematica: InverseCDF|NormalDistribution|u, o], p
HP: normald_icdf(u, o, p)
CASIO: NORM » InvN— InvNormCD(—1, p, o, 1)
TI: invNorm— invNorm(p, y, o)

7.2. Normaltilnserming

7.2.1 For kontinuerlige X ~ fx(x) er normaltilnsermingen:
fX(a) ~ (b(“x ,UX)(a)
Fx(a) = P(X S a) ~ (I)(MX 7Ux)(a)

7.2.2 For diskrete X ~ fx(x) er normaltilneermingen:
fx(a) =@ o ya+3)=Pu, o )(a—3)
Fx(a)=P(X <a)= CI)(HXvUX)(a + %)

7.3. Summen av normalfordelte stokastiske variable

X=a1X1 4+ -+ a,X,, der a; kan veere bade positiv og negativ. Siden en normalfordeling er fullt spesifisert nar du
kjenner p og o, er X ~ ¢(, 5y), der

731 ux =aipx, + -+ anix, 7.3.2 ag( = a%og(l + -+ aiain

16



7.4. STUDENT’S T-FORDELING

7.4. Student’s t-fordeling

PS5
7.4.1 Sannsynlighetstetthet (pdf): X ~ t(, 5. () %’3)2) ’

I
7 N
~ 2
—~ |x
[SINITVIES
~—| Ll
—
Q
3 =
R
N—
~~
—
_l’_

- N W s

I oz s o4 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

to,1) () To,1)(x) T(B’ll’u) (p) =tup
7.4.2 Forventet—=median=modus: ux = E[X] = X = Xonaz = 1

2 v
oot v>12

7.4.3 Varians: 0% = { ~ L <9

7.4.4 Kumulativ sannsynlighet (CDF): P(X < 2) = T{,, 5. (z) = T, (2)

o

Ty,00)(x) = Mathematica: CDF[Student TDistribution[u, o, v|, x|

HP: student _cdf(v, =)

CASIO: t» Ted— tCD(—-10%, Z=£ )

TI: tedf— tedf(—10%7, £=£ v)
7.4.5 Invers kumulativ (iCDF): T(;lg ) P)=p+o-tuy med shorthand ¢, , = T(Bll ()
T(;la ) (p) = Mathematica: InverseCDF[StudentTDistribution|u, o, v], p|

HP: u~+ o x student _icdf(v, p)

CASIO: t» InvT— pu — o * InvTCD(p, v)

TI: invT— p+ o *invT(p,v)

7.5. Sum og differanse av to t-fordelinger: 7 = X + Y

(Satterthwaite’s tilnserming)

7.5.1 pz = px +py

7.5.2 0% =0% + 0%

% 4 ov )’
vx+1 vy +1

(&%), (&)
vx+1 vy 1
+

vx vy

7.5.3 vy = (der |z| er storste heltall mindre enn eller lik )

17



18 KAPITTEL 7. KONTINUERLIGE SANNSYNLIGHETSFORDELINGER

7.6. Gammafordelingen

7.6.1 Sannsynlighetstetthet (pdf): T ~ v\ (t) = (&tlklgiA e M for t € (0,00)

0.3 0.8 4

0.7

0.6 3
02 05

0.4 2
0.1 0.3

0.2 1

0 1 2 3 4 5 6 7 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.
'Y(k,A)(t) F(k,A)(t) = X?Q}c)(z)\t) F(_1€17)\) (p) = i 'X%k(p)
7.6.1 Forventet: pup = E[T] = & 7.6.2 Median: T =T | (0.5)
E—1 . 2 k
7.6.3 Modus: T}, = N 7.6.4 Varians: o7 = 33
7.6.2 Kumulativ sannsynlighet (CDF): P(T' <t) = ', 5 (t) = 1 — Zi;é ()‘:L!)n e~ (nar n € N)
T (t) = (K> 0) Mathematica: CDF[GammaDistribution[k, 1], ¢]
(ke N)  Mathematica: CDF |ErlangDistribution|k, A], ¢|
(2k e N) HP: chisquare _cdf(2k, 2\t)
(2k €N)  CASIO: CHI » CCd— ChiCD(0, 2)t, 2k)
(2k eN) TL yZedf— x2cdf(0, 2)¢t, 2k)
7.6.3 Invers kumulativ (iICDF): 1“661’)\) (p) med shorthand 35 - x3,(p)
F(_k{/\) (p) = (k> 0) Mathematica: InverseCDF|GammaDistribution[k, 1], p]
(k€ N)  Mathematica: InverseCDF[ErlangDistribution[k, A], p]
(2k e N) HP: chisquare _icdf(2k,p)/(2))
(2k e N)  CASIO: CHI » InvC— InvChiCD(1 — p, 2k)/(2X)
(2k e N) TI (CX): Invy? — Invx2(p, 2k)/(2))
(2k e N) TT (83/84): MATH » Solver: x?cdf(0,2Az,2k) —p=0» 2 =1 » Alpha » Enter

Spesialtilfeller: Nar n € N, kalles gamma-fordeling Erlang-fordeling.
Nar n = 1 kalles gamma-fordeling eksponentialfordeling.
Nar 2k € N, er v k1 chi-kvadrat-fordeling (x?) med p = df = 2k frihetsgrader.
2

Tilnserminger: normaltilneerming (7.2) nar k > 30.

Sammenhenger:

L Nar 7'~ Yk, x)s 08 A ~ Y(r,r)» S8 €1 T~ gy 1) (1)

2. Hvis T ~ ’Y(k,k)(t)a Ty ~ Y(k,T) (t)a m = %7)—\7 = %7 og Q. =m(), s er

Q* ~ f(2k,2/<) (t) Q ~m - f(2k,2fi) (mt)
P(Q* < t) = F(Zk:,QH) (t) P(Q < t) = F(Qk,QH) (mt)



7.7. FLERE KONTINUERLIGE SANNSYNLIGHETSFORDELINGER

7.7. Flere kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

7.7.1 F-FORDELING, f(o.4)(t), t € (0,00)

[C L
(at+p)*TF

1 pdf: T~ Jia (1 " tBissm
o8 CDF:Fla,p)(t) = L(a/2.5/2) (m)
0.4 pr = Bi
oh= D,
i 2 B 4 1 2 3 T = F(; 5(0.5)
e = 8553

Mathematica: FRatioDistribution|e, 3]

F(a”@)(t) = HP:
CASIO:

1 .
F's (p) = HP:

CASIO: F » InvF— InvFCD(1 — p, o,
TI (CX): InvF— InvF(p, a, B)
TI (83/84): MATH » Solver: Fedf(0, z, o, )

7.7.2 BETAFORDELING, B, (), = € (0,1)

fisher cdf(a,
F » FCd— FCD(0,t, «, 8)
TI: Fedf— Fedf(0,t, a, )
fisher icdf(a,

—p=0»2=0.5» Alpha » Enter

1.

0.75

0.5

pdf: X ~ Bap)(z) = r%?fg) v

CDF: 01)(7) = Foaam) (i)

— _a
'U’X_a-‘rb

1(1 _ x)bfl

0_2 _ ab
05 025 ~ (a+b)2(a+b+1)
1
0.25 0.5 0.75 1. o 0.25 05 075 X - I(a b) (0'5)
_ _a—1
Xmar = G153

Mathematica: BetaDistribution| a, b |
I(a,b) (1‘) = HP:

fisher cdf(2a 2b, a(l x))

1/(]‘ + a~ﬁshcr_icdf'(2a,2b,p))

CASIO: F » FCd— FCD(0, a(l ok

TI: Fedf— Fedf(0, (1 o
Lo (p) = HP

CASIO: F» InvF— 1/(1+

TI (CX): InvF— 1/(1 +
TI (83/84): MATH » Solver: Fedf(0

Tilnserminger: normaltilnErming (7.2) nAr a,b > 10.

Sl s o))
a- InvF(p,2a 2b)

I (1 w))

a-InvFCD(1—p,2a,2b) )

—p=0» x=0.5» Alpha » Enter




20 KAPITTEL 7. KONTINUERLIGE SANNSYNLIGHETSFORDELINGER

7.7.3 GAMMA-GAMMAFORDELING, ¢7j...-) (%), 2 € (0,00)

2 ~ _ 1 . TRt
. pdf T g7(k,ﬂ,7)(t) - B(k,».—,) (T+t)r+E
02 CDF: GT (1) (1) = Flar20) (££)
pr =5
01 2 k2 (k+k—1
9T = W
F_ -l
2 4 6 8 10 12 > 4 5 8 10 12 T= GF(k,n,T) (0'5)
Thox = ,]:7;7-
Mathematica: BetaPrimeDistribution[k, , 7]
GT (e, (t) = HP: fisher _cdf(2k, 2k, 1£)
CASIO: F » FCd— FCD(0, £, 2k, 2k)
TI: Fedf— Fedf(0, ££, 2k, 2k)
GI‘(_klﬁ - (p) = HP: ET 4 fisher _icdf(2k, 2x, p)
CASIO: F » InvF— k—; * InvFCD(1 — p, 2k, 2k)
TI (CX): InvF— A2 « InvFCD(p, 2k, 2k)
TI (83/84):  MATH » Solver: Fedf(0, %, 2k,2k) —p =0 » x = 0.5 » Alpha » Enter

7.7.4 WEIBULL-FORDELING, weib, »(z), x € (0, 00)

_ z \F
1 pdf: X ~ weibg ) (z) = £ - (£) e (%)
) z \F
0s e CDF: WEIB ;) (z) = 1 — ¢~ (%)
A
02 s px =7-T(3)
2 2 2
01 025 UX:A (F(l-‘r%)—(l—‘(l—l—%)) )
X =kVIn2
05 1. 15 2. 25 3 35 4 0 05 1. 15 2 25 3 35 4
Xpnaw = k1 -+

Spesialtilfelle: Rayleigh-fordeling er rayl(,)(z) = weiby /3.0 (x).

Mathematica: WeibullDistribution| & , A | X
Kalkulator: Regn direkte pA formlene slik de stAr skrevet.

7.7.5 UNIFORM FORDELING, uni (o) (), 2 € (a,b)

1
. ~ 1 = b—a Te [a, b]
pdf: X ~ uni, ;) () { 0 ollers
1.
0.15 0 r<a
. 0.75 CDF:UNI(a,b)(CU) = ZJ:Z z € [a,b]
05 1 z2b
_ atb
0.05 025 Hx = aT
2 _ (b=a)?
0 5 10 15 0 5 10 15 T
%o
Xmaz = [a,b] (intervallet)

Mathematica: UniformDistribution| a, b |
Kalkulator: Regn direkte pA formlene slik de stAr skrevet.



8 Prosesser

8.1. Bernoulli-prosess med parameter p

En Bernoulli-prosess med parameter p er en sekvens av uavhengige Bernoulli-fordelte stokastiske variable X7, X5, ... der

hver X; ~ bern, = bing p.

Suksess Suksess
A
sl 354
30} 30}
25f I
k >
K+n N A
15F
10F
51
L » .
0 10 20 n 40 50 14
Forsek Feil

8.1.1 Fordelinger som brukes: Binomisk m/spesialtilfelle Bernoulli (6.1.2), Negativ binomisk (6.1.4), Beta (7.7.2), F
(7.7.1), Beta-binomisk (6.1.5), Beta-negativ-binomisk (6.1.6)

8.1.2 Grunnleggende beregninger

Elp] || Antall suksesser pa n forsgk | E|K,,] || Antall feil for & suksesser E[Lyy]

Kjent p p K., Nbin(mp) (z) (6.1.2) np Ly Nnb(k?,p) (z) (6.1.4) W
Ukjent p, u i, .
P~ 5((1 b) (t) a+tb K+n ~ ﬁb(a,b,n) (-’17) (615) atb L+k ~ ﬁnb(a,b,k) (.’E) (616) kb

8.1.3 Addisjonsregler

e For kjent p har vi fglgende addisjonsregler for uavhengige X, Y:

— Hvis X ~bing, p)(z) og Y ~bing, ) (x), er X +Y = Z ~bin(m,n ) ()
— Hvis X ~nb ) (2) og Ly ~nbgp(2), er X +Y = Z ~nb gy ) (2)

e For ukjent p ~ B(4 ) har vi de svakere addisjonsreglene:

- KJrn ~ ﬂb(a,b,n) ({E) og K+m ~ ﬁb(a,b,m) (1’), 0g 0gsé K+(m+n) ~ Bb(a,b,m—&-n) (LL')
— Ly ~ Bubgpry(z) 0g Ly ~ Bb 1) (7), 0g 0gsi Ly (kr1) ~ B0bqp k1) ()

21



22 KAPITTEL 8. PROSESSER

8.2. Poisson-prosess med parameter A

En Poisson-prosess er en sekvensiell observasjon av uavhengige forekomster av T. Prosessen er styrt av rate-parameteren
A, som angir forventet antall suksesser per (tids)enhet.

=
£
)
A

L L L L L L L w‘ L L L L L L L L L L L L L L L L L L
5 10 T, 15 20 0 25 30

8.2.1 Fordelinger som brukes: Gamma (7.6), Poisson (6.1.3), F (7.7.1), Gamma-gamma (7.7.3), Negativ binomisk (6.1.4)

8.2.2 Grunnleggende beregninger

E[\] || Antall suksesser i lgpet av 6 enheter | E[N,g] || Vente-enheter for k suksesser | E[T ]

Kjent A A N.g ~poisyg(z) (6.1.3) DY Tk ~ Yin () (7.6) 3
Ukjent A, 5 Nig~nb, . \(x) (6.1.5 r0 kT
A\ ~ Vierr) (t) T + (mm)( ) ( ) Ea T—‘rk g'Y(k,m,T)(‘T) (773) k—1

8.2.3 Addisjonsregler

e For kjent A har vi felgende addisjonsregler for uavhengige X,Y":

— Hvis X ~ 7y 0 (2) 08 Y ~ vy (2)  er X +Y = Z ~ v (2)

— Hvis X ~poisy.g, (z) og Y ~poisy.g,(z), er X +Y = Z ~poisy.(, +6,)(x)

— Generelt: Hvis X ~poisy, (z) og Y ~poisy,(x), er X +Y = Z ~poisy, 11, ()
e For ukjent A ~ v(, ) har vi de svakere addisjonsreglene:

= Tk ~8Y(kyi,r) () 08 Ty ~gY(1,7) (%), 08 0888 T'y (ki) ~&Y (oot i,r) (T)

— N ~ b T N ~ b T ’ : N - b A
g, ~1 (“’W)(I) 0g Nyg, ~n (“’W)(z) 08 0888 Ny(0,+0,) N (n,m)(gj)



8.3. GAUSSISK PROSESS MED PARAMETERE p OG o

8.3. Gaussisk prosess med parametere i og o

En gaussisk prosess med parametere p og o er en sekvens av uavhengige stokastiske variable X, Xo,.

X~ o)

b ddbddld
NARR AR

Y ¥ 1 Y Y ¥

Figur 8.1: X1, Xo,... der hver X; ~ ¢, »); 4t 0g o som markert pa grafen.

pvermy

Figur 8.2: En kumulativ prosess Y1,Ys,...der Yy = X7 + Xo+ -+ Xg, 0g u =0
Relevante fordelinger: normal ¢ (7.1), t-fordeling (7.4), gamma ~y (7.6), F-fordeling (7.7.1)

8.3.1 Regneregler

e Nar Xj ~ (b(#’g), og Ye=X1+Xo+ -4+ X, er Yy ~ ¢(k»/¢,\/§-a)

23

.. der hver

e Nar X; ~ ¢(,,»), 0g du har Y, =max{Xi, X»,..., X3} og Zp =min{X1, Xo,..., X}, la p» = @, o) (2). Daer

PYy<z)=0pF og P(Z;, <x)=1-(1—p,)".

o Gitt {X1,Xo,..., Xy}, der X ~ d(,.0), 12 pr = @(,,, 5)(x). Da er sannsynligheten for at presis k& av X-ene er mindre
enn z gitt ved bing, , )(k), og sannsynligheten for k eller feerre av X-ene er mindre enn x gitt ved BIN(,, ;) (k).



9 Flervariabel statistikk

DATA: Formler for datapar {(z1,v1),...,(Tn,yn)}
Se (2.2).
9.1. SANNSYNLIGHET: Flervariable sannsynlighetsfordelinger

> Ixv(ay)

z<a, y<b

/_(; /_boo fxy(x,y) dy dx

Z Ixv(z,y)

z<a, alle y

/_; /_Z fxy(x,y)dy dx

ny(a,b)—FXy(a—l,b)—ny(a,b—l)—i—ny(a—l,b—l)

9.1.1 Kumulativ fordeling: Fxy(a,b) = P(X <a,Y <b) =

9.1.2 Kumulativ marginal fordeling: Fx(a) = Fxy(a,00) =

9.1.3 Fordeling: fxy(a,b) = { ,
%FXY(:& y)

> fxv(a,y) = Fx(a) = Fx(a—1)

9.1.4 Marginal sannsynlighetsfordeling: fx(a) = alle y

wFx(a) = [7 fxv(a,y)dy

9.1.5 Sannsynlighet: Pla < X < ¢, b<Y <d) = Fxy(¢,d) — Fxy(a,d) — Fxy(c,b) + Fxy(a,b)

Z TY - Py (diskrete)
alle z,y
9.1.6 E[XY]=

/ / xy - f(x,y)dydz  (kontinuerlige)

9.1.7 Kovarians: oxy = E[XY]| — uxpy

9.1.8 Korrelasjon: pxy = U”;;Y
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10 Inferens (Generell Bayesiansk)

10.1. Bayes’ teorem, mengdelaere-versjon

10.1.1 Sannsynlighet for at (neste) observasjon er B: Med (posterior) sannsynlighet P, er P,(B), sannsynligheten for at
neste observasjon er B, gitt ved fplgende tabellutregning:

(1) (2) (3)

k| P.(Ar) | Pu(B|Ag) | Pu(AkB) = Po(Ak) - Po(B|Ag)

(4 - svar)

Po(B) = 3 Pu(4;B)

10.1.2 Bayes’ teorem, basisversjon: Hvis vi deler opp 2 i disjunkte (gjensidig utelukkende) alternativer Ay, As, ..., og
observerer 13, s oppdateres sannsynligheten for Ay slik:

_ P(Ap)xP(B|Ag)
P(Ax|B) = Y, P(A;) x P(B|A;)

10.1.3 Bayes’ teorem, tabellversjon:
Alt. | Prior Likelihood | Samsannsynlighet Posterior

(1) (2) (3) (5 - svar)

Ak Pn,<Ak:> Pn (B‘All‘) Pn,(AAR:B) - PH,(‘AA'?) . Pn,(B 44/;‘) Pn-&-l(Ak‘B) = Pr}(Ak|B) = P)}L)ELA(XIB?>

(4)

Total sannsynlighet: P,(B) = Z P,(A;B)

Jj=1

10.2. Bayes’ teorem, funksjons-versjon

10.2.1 Bayes’ teorem for sannsynlighetsfordelinger f,:

Prior Likelihood Samsannsynlighet Posterior
(1) (2) (3) (5 - svar) ‘
k| F@)= ful@) | g(@)= hay) | f@)-g(a) Far () = Leke@)
)
S = Z f(z)-g(x) (diskret prior)
)
S = / f(x)-g(x)dx | (kontinuerlig prior)

hvor h;(y) er den betingede sannsynlighet(stetthet)en for observasjonen y, gitt at X = x.
10.3. Videre oppdatering

10.3.1 Ved ny observasjon 5, (mengdeversjon) eller v, (funksjonsversjon):
Gjenta prosedyren, og bruk forrige posterior f,, / P, som ny prior for & finne ny posterior f,+1 / Pni1.
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11 Generelle estimater

Vi tar utgangspunkt i en sannsynlighetsfordeling g(x) for en parameter eller en neste observasjon, som vi kaller ©. S&
O ~ g(x), med kumulativ fordeling G(z) og invers kumulativ fordeling G~ (p).

11.1. Punktestimat for © ~ g(x)

11.1.1 Median: © = G~1(0.5)
11.1.2 Forventet verdi: ue = E[O] = [, t- g(t)dt der D er de mulige verdiene for ©.

11.1.3 Modus: Oy ap = Opaq er t-verdien som gir maksimal verdi til g(t).

Du finner aktuelle formler hos hver konkrete sannsynlighetsfordeling g(z).

11.2. Intervallestimat

Vi skriver typisk I€ for intervallestimatet ("kredibilitetsintervall”) nar © er en parameter, men I* for intervallestimatet
("prediktivt intervall”) nar © er en neste observasjon. Under skriver vi dem begge som I€. La © ~ g(x).

11.2.1 1-sidig venstre (1 — «)100% intervallestimat I, ; nar sannsynlighetsfor-
delingen er g(x):
I2,=(G71(0),G7 (1 —a))

a,l T

11.2.2 1-sidig hgyre (1 — @)100% intervallestimat I, , nar sannsynlighetsfor-
delingen er g(x):

11.2.3 2-sidig (1 —2)100% intervallestimat 5, nar sannsynlighetsfordelingen
er g(z):

I = (G (),G7 (1 - a))

11.2.4 HPD-intervall H l@ med bredde ! nar sannsynlighetsfordelingen er g(x):

HP er intervallet (a,a + 1) ‘ ______

der a er verdien som maksimerer F(a) = G(a +1) — G(a). Ved denne verdien er
da g(a+1) = g(a)
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12 Sammenligning og hypotesetest

12.1. Sammenligning
12.1.1 Nyttefunksjon: u4(6) angir nytten av et alternativ H 4, gitt en 6-verdi.

oo

12.1.2 Forventet nytte av et valg H, gitt at © ~ g(0), er (se 5.1.10) Uy = FElua(0)] = / ua(0) - g(0)do

— 00

Spesialtilfeller:

1. Lineger nytte: ua(6) = a+ b0 gir at Uy = a+ b - E[O]

a 0 <6

b 0> 6, giratUB:a~P(®<00)+b~P(®>00)

2. Todelt nytte: up(9) = {

12.1.3 Nyttemaksimerende valg: Gitt © ~ g(), og to alternativer H4 og Hp med nyttefunksjoner u4(6) og up(d), er
det nyttemaksimerende valget & velge alternativet med stgrst forventet nytteverdi.

12.1.4 Todelt nyttemaksimerende valg: Gitt © ~ g(0), og en skilleverdi 6, og to alternativer H4 og Hp hvor u(f) =
ua(f) —up(0) er en todelt nyttefunksjon
- wA 0 < 6y
u(e) o { —wp 0> 6

med wy,wp > 0. Da tilsvarer valg-alternativene Hy: © < 6y, og Hp: © > 6y. Det nyttemaksimerende valget er da

A hvis wa- P(A) > wg - P(B) } { P(A) = P(O < )
B hvis wa-P(A) < wg - P(B) P(B) = P(© > 6,)

12.2. Bayesiansk hypotesetest
12.2.1 Hypotesetest med signifikans « tester nullhypotese / konservative hypotese Hy mot vagal hypotese H;. Signifi-

kansen « settes pa forhand, uavhengig av dataene (se 12.2.2 for et forslag pa hvordan du setter «).
e Dersom Hy: © < 6y, er Hi: © > 6.
e Dersom Hy: © > 0y, er Hi: © < 6.

Avgjgrelser taes slik:

e Dersom P(Hp) > a, er det nyttemaksimerende valget Hy. (formell formulering: "ikke forkast Hy”)

e Dersom P(Hj) < a, er det nyttemaksimerende valget H;. (formell formulering: ” forkast Hy”)

Hypotesetest er primeert en frekventistisk mate & formulere nyttemaksimerende valg, sa derfor gir vi fglgende oversettelse
innenfor en bayesiansk kontekst:

12.2.2 Omformulering av nyttemaksimerende valg til hypotesetest: Gitt valg-alternativene Hy og Hp i 12.1.4, kaller
vi alternativet med stgrst w-verdi Null-hypotesen Hy, og lar test-signifikansen veere a = wolilwl , der wq er den storste
verdien av w4 og wg, og wy er den minste. Den alternative hypotesen H; er alternativet med minst w-verdi. Tilfellet

O = 0y tildeles Hy. Signifikans o og hypoteser Hy og H; kan ogsa bli oppgitt uten referanse til nytte og nyttemaksimering.
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13 Bayesiansk inferens for Bernoulli-prosesser

13.1. Bayes’ teorem for Bernoulli-prosesser ("Bernoulli-versjonen”)

13.1.1 Inferens for hyperparametere for Bernoulli-parameteren p

Prior hyperparametere: Observasjoner: Posterior hyperparametere
Py = ag k = antall T PiEa=ag+k
bo [ = antall L bl = bo +l
Avlesning:

1. p~ Bay,b,) - posterior sannsynlighetsfordeling for p.
2. Kym ~ Bb, b, ,m) -antall T ide neste m observasjonene.

3. Lys~ Bnb, b, ,s - antall nye L for s nye T.

a
a1+by”

som ogsé gir oss p1 = E[p] =

En spesiell situasjon er dersom a; eller by er 0. Da har p en diskret sannsynlighetsfordeling som gir enten P(T) = 0 eller
(T) =1, og motsatt sannsynlighet til L.

13.2. Prior hyperparametere for Bernoulli-prosesser

13.2.1 Ngytrale prior hyperparametere er nar ap = by = u € [0, 1], og enten

1. w = 0: "Total uvitenhet” (Novick & Hall, Haldane, Jaynes). (Vet ikke om bade T og L er mulige.)
2. w = 0.5: "Vanlig uvitenhet” (Jeffreys). (Vet at bade T og L er mulige, men ikke mer.)
3. u = 1: "Informert uvitenhet” (Laplace, Bayes). (Hvis utgangspunktet er symmetri mellom T og L.)
Hvis du i et konkret tilfelle ikke klarer & velge mellom to verdier for u: velg den laveste!
13.2.2 Informative prior hyperparametere far du fra en av disse:

1. Prior hyperparametere = Posterior hyperparametere fra en tidligere oppdatering.

2. La pg veere anslaget pa p, og kg veere antall observasjoner som tilsvarer sikkerheten til anslaget. Sett hyperparameterne
til ag = Kopo 0g by = Kko(1 — pp). Informativ prior ma ha ag, by > 1.
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13.3. SAMMENLIGNING OG HYPOTESETEST 29

13.3. Sammenligning og hypotesetest

For sammenligning av p mot en fast referanseverdi pg, se de generelle formlene for hypotesetest og sammenligning (12).

13.3.1 Sammenligning: Gitt to uavhengige stokastiske variable med deres posterior fordelinger, ¢ ~ B4y 0g ™ ~ B(g, ),
sé er (se 1.3.10 for funksjonen B)

Eksakt:
Py <) — 925 Bla+k, b+p azf (a+b) (kzp)-abp(a—i-b—&-k’-i-p)
k=0 (p+k)-B(k+1,p) k=0 a+Ziﬁ+p) (a+0b)(k+p)(a+k)(b+p)
Tilnseerming (bruker normaltilnegermingen); god nér a,b,6, p > 10)
Plo<m = (I)(a%b_m’ <a+b>z‘23+b+1>+<s+p>23‘é+p+1>) ©

13.4. Estimater

Se kapittel 11 for de generelle formlene for punkt- og intervall-estimat (11.1, 11.2), og bruk beregningsformlene fra
avsnittene for de aktuelle posterior eller prediktive fordelingene.

13.4.1 HPD-intervall av bredde [ for p ~ B4 )
HP = (k, k+1)
der k er den reelle lgsningen av (k4 0)*"1(1 —k —1)>"! =k (1 - k)1 =0

13.4.2 Utvalgsstorrelse n for HPD-intervall H} for p ~ (45 med a,b > 1 som gjor at
P(p € H) > 1 - 2a, og at bredden pa I%, vil veere [ eller mindre, er

2
= @ —b



14 Bayesiansk inferens for Poisson-prosesser

14.1. Bayes’ teorem for Poisson-prosesser (“Poisson-versjonen”)

14.1.1 Inferens for hyperparametere for Poisson rate-parameteren A

Prior hyperparametere: Observasjoner: Posterior hyperparametere
Py E ko n = antall forekomster Pk =kKo+n
To t = antall enheter =170+t

(tid eller antall forspk)

Avlesning:

LA~ 9, ,m)(l) - posterior sannsynlighetsfordeling for A.

2. Nig ~mb,, 19)(77) - antall forekomster i de neste 6 (tids)enhetene.
=

3. Tk ~ 9V(k,ny,m)(t) - ventetid pa de k neste forekomstene.
14.2. Prior hyperparametere
14.2.1 Ngytrale prior hyperparametere er ko = 79 = 0.
14.2.2 Informative prior hyperparametere far du fra en av disse:

1. Prior hyperparametere = Posterior hyperparametere fra en tidligere oppdatering.

2. La \g veere anslaget pa A\, og kg veere antall treff som tilsvarer sikkerheten til anslaget. La eventuelt 7y veere antall
(tids)enheter som er ngdvendig for sikkerheten. Med to av verdiene gir fglgende formel den tredje: Ag = ’j—g
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14.3. SAMMENLIGNING OG HYPOTESETEST 31

14.3. Sammenligning og hypotesetest

For sammenligning av A mot en fast referanseverdi \g, se de generelle formlene i avsnitt 12.

14.3.1 Sammenligning: Gitt to uavhengige stokastiske variable med deres posterior fordelinger
A~ 'Y(k,l)(t)
B ~ Y(m,n) (t)
s& er

ml
P(A < B) = Fiak,2m) (kn)

14.4. Estimater

for A med posterior hyperparametere x og 7, og sannsynlighetsfordeling A ~ 7(, -

Se de generelle formlene for punkt- og intervall-estimat (11.1, 11.2), og bruk beregningsformler fra avsnitt for de aktuelle
posterior eller prediktive fordelingene.

14.4.1 HPD-intervall av bredde b for \:

Hp = (a,a+D)
der
b
a=—=
er-1 —1

14.4.2 Utvalgsstgrrelse n for HPD-intervall H, If‘ for A med prior hyperparameter kg, slik at vi for den relative intervall-

bredden, r = ﬁ, har at r < R, der R malet vi vil na.



15 Bayesiansk inferens for gaussiske prosesser

15.1. Bayes’ teorem (”Gaussisk versjon”)

for anslag pa de gaussiske parameterne p og 7 = %

15.1.1 Inferens for hyperparametere ved hjelp av n méalinger z1,...,z, med (2.2)

e totalsum X, = ) ;_, ) og gjennomsnitt T = %
e kvadratisk sum av avvik fra snitt S5, = > /_, (z — Z)?

e kvadratisk som av avvik fra middelverdi SB, = >_}_,(zx — mg)? = SS; +n - (T — mo)?

Prior hyperparametere: Se neste side.

o = s (kjent) o ukjent
Ingen oppdatering av hyperparametere. Posterior hyperparametere:
vp = wvtn §2 — 851
. S5 SSo + SB, 1 v1
)
E Posterior verdier: Posterior verdier:
\TE; T 1/88 T ~ ’y(y21 7 s;@l)(t)
I Ho= Mo no= Mo
S X+ ~ ¢(mo,so)(x) X+ ~ t(mo,sl R ul)(x)
Posterior hyperparametere: Posterior hyperparametere:
K1 = Ko+n }
K1 = Ko+mn e = D1 Y = Yot
21 = 20 + Ez L= vy = V+n
Ci = Co+ Y2 &
E SSl = Cl — K1 ml
ﬁ: 5SS, =88y + 88, +n- (% —myg)? (snarvei)
=
2 | Posterior verdier: Posterior verdier:
= 1/s3 T~ ’7(%’551)()
~ €T ~
¢(m17501/711)( ) ‘u t(ml,sl 1/ ul)
X ~ ~
+ ¢(m,1,so H’ﬁ) (1') X4 t(m1,61 1+K11 7 )
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15.2. PRIOR HYPERPARAMETERE FOR GAUSSISKE PROSESSER 33

15.2. Prior hyperparametere for gaussiske prosesser

15.2.1 Vi har 3% tilfeller for pu:

1. p er helt kjent: u=myg

2. p er delvis kjent (informativ prior): La mg veere anslaget pa u, og ko veere antall observasjoner som tilsvarer
sikkerheten til anslaget. La g = moko-

. p er delvis kjent (informativ prior), med prior p ~ ¢

N[ =

2
— 3 — S0 —
Mprespre)s 08 0 = 8o er kjent. Da er ko = 2 08 Yo = Mypreko-

3. w er helt ukjent (ngytral prior): kg = 0 og X = 0.

15.2.2 Vi har 3 tilfeller for 7 = %:

|~

1. 7= # er helt kjent: 7 =79 = -

o

2. 7 er delvis kjent (informativ prior): La sy veere anslaget pa o, og la ng veere antall observasjoner som tilsvarer
sikkerheten til anslaget. La vy = ng — 1 og SSp = s2 - max (0, 1), og la Cy = SSy + kg - mo

3. 7= ?12 er helt ukjent (ngytral prior): 1o = —1 og SSy = 0, og la Cy = SSp + ko - M3

15.3. Sammenligning av parameter mot fast verdi

For sammenligning av pog 7 = % mot faste referanseverdier g og 79 = }2 bruker vi de generelle formlene for hypotesetest
<0
og sammenligning i kapittel 12.

15.3.1 Sammenligning av 7 = #, med posterior fordeling 7 ~ v 1y (t) mot fast verdi 7o =

Q
o™

P(o > 0¢) = P(1 < 79) = (1,1)(70)
15.3.2 (Kjent o) Sammenligning av p med posterior fordeling p ~ @, s) () mot fast verdi po:
P(p < po) = @5 (10)
15.3.3 (Ukjent 0) Sammenligning av p med posterior fordeling p ~ t(,, s »y(2) mot fast verdi uo:

P(,U < MO) = T(m,s;n) (,U*O)

15.4. Sammenligning av to parametere

15.4.1 Sammenligning for to uavhengige 7, = 2, med posterior fordelinger 71 ~ v(.1)(t) 0 T2 ~ Y(m,n) (£):

2
Uﬂ

ml

P(oy > 02) = P(11 < 72) = Flor2m) (kzn)

15.4.2 Sammenligning for to uavhengige y,, nar o er kjent, med posterior fordelinger p11 ~ G, 5,)(2) 08 fi2 ~ P(1ms,s0)(2):
Bruk (7.3) til a finne fordelingen ¢, 5 () til Z = p1 — p2. Da er

P(p“l < H2) = ‘I)(m,s) (O)

15.4.3 Sammenligning for to uavhengige j,, nar o er ukjent, med posterior fordelinger py ~ t(y, 5, .1,)(2) 0g pi2 ~
t(ma,s9,00)(%): Bruk formel (7.5) til & finne fordelingen ¢, 5 ,)(2) til Z = my — po. Da er

P(/L1 < NQ) = T(m,s,l/) (0)



34 KAPITTEL 15. BAYESIANSK INFERENS FOR GAUSSISKE PROSESSER

15.5. Estimater for p

Se kapittel 11 for de generelle formlene for punkt- og intervall-estimat, og bruk beregningsformlene fra avsnittene for de
aktuelle posterior eller prediktive fordelingene i avsnitt 11.2.

15.5.1 Utvalgsstorrelse n, slik at bredden pé det (1 — 2a)100% symmetriske kredibilitetsintervallet for p er smalere enn
l, gitt kjent 0 = sg og prior hyperparameter kq:

2
_4za 9
n=—=-85— Ko

15.5.2 Utvalgsstorrelse n, slik at bredden pé det (1 — 2a)100% symmetriske kredibilitetsintervallet for p er smalere enn
I, med ukjent o og prior hyperparametere kg, 1y og SSp:

2
n = 4t2VO e SSo — K
- 12 Vo 0

15.6. Estimater for 7 = %

Se kapittel 11 for de generelle formlene for punkt- og intervall-estimat (11.1, 11.2), og bruk beregningsformlene fra
avsnittene for de aktuelle posterior eller prediktive fordelingene.

15.6.1 HPD-intervall av bredde [, gitt posterior fordeling T ~ v x)
H] = (a,a+1)

der

15.6.2 Utvalgsstgrrelse n for HPD-intervall H] med prior hyperparameter vy, slik at den relative intervallbredden
r= ﬁ er mindre enn en gitt verdi R.



16 Frekventistisk inferens

16.1. Gaussisk prosess: Symmetriske (1 — 2a) - 100% konfidensintervall

for gaussiske prosesser fra en normalfordeling ¢, ,) med n malinger med observatorer n, 3, og S5, og utregnede verdier
v=n—1,=%,/nogs2=295S,/(n-1).

16.1.1 For pu, med kjent o = oy: ]/'\g‘a =T tz4 00" \/%

1
n

16.1.2 For p, med ukjent o: IAé‘a =Tttty o Sp-

16.1.3 For 7 = 4 Aga = FZ%,SQSI) (a),FElg’SQSI) (1-a)

16.2. Gaussisk prosess: Symmetriske (1 — 2a) - 100% prediktive intervall
for gaussiske prosesser fra en normalfordeling ¢, ) med n malinger med observatorer n, ¥, og SS,, og utregnede verdier

v=n-1,7=%,/nogs2=2955./(n—1).

~ 1
16.2.1 For z,41, med kjent o = oy: 122 =TEz4-00-\/14+—
n

~ / 1
16.2.2 For z,41, med ukjent o: I;a =T+t, oSz \/1+—
’ n

16.3. Bernoulli-prosess: Symmetriske (1 — 2«) - 100% konfidensintervall
for en Bernoulli-prosess med n malinger hvorav k positive, og utregnet verdi & = k/n.

71— 7)

16.3.1 For parameteren 7, omtrentlig intervall (standard utregning): fga =7+ z,-
n

16.4. Hypotesetesting

med signifikans « avgjores pa frekventistisk vis slik: Dersom testen er ensidig, og vi har en p-verdi regnet ut som i en av
formlene under, gjor vi slik:

e Hvis p < a, forkaster vi Hy med signifikans «

e Hvis p > «, forkaster vi ikke Hy med signifikans «

Ved en tosidig test forkaster vi Hy med signifikans o hwiss vi forkaster Hy ved En av de ensidige testene med signifikans
[e3

=3
16.5. Gaussisk prosess: Hypotesetesting av u

i forhold til en referanseverdi po, med signifikans «, for en gaussisk prosess fra en normalfordeling ¢, ,) med n méalinger
med utregnede verdier v =n — 1, T og s,. Nullhypotesen Hy: 1 = po. For hgyre-sidig test er alternativ hypotese er Hi:
> po, mens for venstre-sidig test er Hy: p < pyo.
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36 KAPITTEL 16. FREKVENTISTISK INFERENS

T — pig
(70/\/’5'

For venstre-sidig test, la p = ®(w), og for hgyre-sidig test, la p = ®(—w). Avgjor testen med 16.4.

16.5.1 Metode hvis o = o er kjent:La w =

T — o
sz /\/n

For venstre-sidig test, la p = T, (w), og for hgyre-sidig test, la p = T),(—w). Avgjor testen med 16.4.

16.5.2 Metode hvis o ikke er kjent:La w =

16.6. Gaussisk prosess: Hypotesetesting av o

i forhold til en referanseverdi oo, med signifikans «, for en gaussisk prosess fra en normalfordeling ¢, ,) med n malinger
med observatorer n, ¥, og S5, og utregnet verdi v = n — 1. Nullhypotesen Hy: 0 = 0. For hgyre-sidig test er alternativ
hypotese er Hy: 0 > 0¢, mens for venstre-sidig test er Hi: 0 < 0y.

16.6.1 Eksakt utregning:La 79 = %, og la
0

F(E s52) (10) (venstresidig test)
p =
1- 1—‘(% ,882) (10)  (hgyresidig test)

Avgjgr testen med 16.4.

16.7. Bernoulli-prosess: Hypotesetesting av parameter =

i forhold til en referanseverdi my, med signifikans «, for en Bernoulli-prosess med n maélinger k positive treff, og utregnet
verdi & = k/n. Nullhypotesen Hy: m = mg. For hgyre-sidig test er alternativ hypotese er Hy: m > 7, mens for venstre-sidig
test er Hy: m < mp.

16.7.1 Metode:Bruk fglgende verdi for p:

anzo (M)mg (1 — mo)"~™  (venstresidig test)
p =
S e (Mg (1 —mo)™™™  (hgyresidig test)

Avgjor testen med 16.4.

16.7.2 Rask, tilnErmet, metode:La w = T _( 0 ;
™0 177‘!‘0

For venstre-sidig test, la p = ®(w), og for hgyre-sidig test, la p = ®(—w). Avgjor testen med 16.4.



17 Inferens for regresjonslinjen Y (z) = A+ B(z — 1)

17.1. Matriseregresjon
17.1.1 Designmatrise og responsvektor: Utgangspunktet er maledata {(x;,y;)}" , der x; er kontrollvariabelen. Design-

matrisen X og responsvektoren i er definert ved:

<y
Il

X=1: :
1 =z, Yn
17.1.2 Regresjonslinjen: y = o + Sz der koeffisientene er gitt ved at

17.1.3 Avviksform: Avviksform for z-data er z} = x, — . I designmatrisen bytter vi da ut x;, med z} =z — 7, og far

B; = [ aé ], s& regresjonslinjen blir y = a,, + fz* = a, + B(z — T)
17.1.4 Matrisen X7 X har fplgende nyttige innhold:

n o X

5 avviksf xrx—|" ©
0, a avVviKsiorm er =
v, »,| %P 0SS,

Generelt: XTX = l

17.1.5 Total kvadratisk feil for regresjonslinjen: SS, = 7% — BT -

17.2. Bayes’ teorem for linezer regresjon
med n malte tallpar {(z;, y;)}

17.2.1 Informative prior hyperparametere for o: La o veere ditt beste anslag pa o, og ng veere ekvivalent antall malinger
La vg = ng — 2 og SSp = 02 - max(0, vp).

17.2.2 Ngytrale prior hyperparametere for o er vy = —2 og 5SSy = 0.

Yy
17.2.3 Oppdatering: P, Fz = —
n

= [ 3 ] = (X"X) X"y
Vi =1y+n

S81 =55 + 5SS,
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38 KAPITTEL 17. INFERENS FOR REGRESJONSLINJEN Y (X) = A + B(X — X)

17.2.4 Avlesning av verdier:

T ~ F(ul &)

272
SS
b~ t(ﬁwﬁ'y/ﬁwyvl)
y(z) ~

t
(atBz, 51\ /L 45k (2-2)% 1)

Yi(z) ~ t((x—&-ﬁfc,sl'\/m’yl)

Merk at a er y(0), og derfor har samme fordeling, mens a, folger y(z).

17.2.5 100(1 — 20)% (bayesianske) kredibilitets- og prediksjonsintervaller far vi ved & sette inn i de generelle reglene for
intervallestimater (11.2). Disse gir samme svar som hurtigformlene under. For ¢,, g, se t-fordeling (7.4.5):

1
Igg(x):a+ﬁx:|:t,,179'51~\/n—l—SSx(x—;E)z
I(x)=a+pBxtt, ¢-51- 1—1—14— ! (x — 7)?
20 vt n SS,

17.3. Frekventistisk lineaer regresjon

bruker de samme baseformlene som bayesiansk, men for intervallestimatene brukes s, = f fg i stedet for s1, ogn — 2 i

stedet for v.

17.3.1 100(1 — 20)% (frekventistiske) konfidens- og prediksjonsintervaller:

- 1 1
129(33)a+5$itn_z,a~se~\/n+ Ssgﬂ(ac—:f)2

~ 1 1
Fo@) =t Bt tnaomse (1424 Lo ap2



18 Tabeller

18.1. z, = @' (p) Prosentiler for Normalfordeling

(0,1)

0997975 0.95

0.9

0.8

0.2 i
0.1 ;
0.01_0.025_0:05 | | |
-2 -1 1 2

2828 9 S Y 23 %

Mm o9 N o X N 9 o M

T T T 9 3 S = = = «
p Zp p Zp p Zp
0.00000 —00 0.07 —1.476 0.94 1.555
0.0001 —3.719 0.08 —1.405 0.95 1.645
0.00025 —3.481 0.09 —1.341 0.955 1.695
0.0005 —3.290 0.10 —1.282 0.96 1.751
0.001 —3.090 0.15 —1.036 0.965 1.812
0.0025 —2.807 0.20 —0.842 0.97 1.881
0.005 —2.576 0.30 —0.524 0.975 1.960
0.01 —2.326 0.40 —0.253 0.98 2.054
0.015 —2.170 0.50 0 0.985 2.170
0.02 —2.054 0.60 0.253 0.99 2.326
0.025 —1.960 0.70 0.524 0.995 2.576
0.03 —1.881 0.80 0.842 0.9975 2.807
0.035 —1.812 0.85 1.036 0.999 3.090
0.04 —1.751 0.90 1.282 0.9995 3.290
0.045 —1.695 0.91 1.341 0.99975 3.481
0.05 —1.645 0.92 1.405 0.9999 3.719
0.06 —1.555 0.93 1.476 1.00000 o)

Verdier for hgyre hale har motsatt fortegn, siden z er anti-symmetrisk rundt p = 0.5:

Al-p = ~%p

39
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18.2. Prosentiler for Student’s t med v frihetsgrader

Verdier for *T(B}Ll,)(]?) = —t,p = t,1-p. For v > 30, bruk normaltilneerming (v = o).
y p 0.1 0.075 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005 0.00025 0.0001
1 3.0777 41653 6.3138 12.706 31.821 63.657 127.32 31831 636.62 1273.2 3183.1
2 1.8856 2.2819 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248 14.089 22.327 31.599 44.705 70.700
3 1.6377 1.9243 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409 7.4533 10.215 12,924 16.326  22.204
4 1.5332  1.7782 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 5.5976 7.1732 8.6103 10.306  13.034
5 1.4759 1.6994 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321 4.7733 5.8934 6.8688 T7.9757  9.6776
6 1.4398 1.6502 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074 4.3168 5.2076 5.9588 6.7883  8.0248
7 1.4149 1.6166 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 4.0293 4.7853 5.4079 6.0818  7.0634
8 1.3968 1.5922 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 3.8325 4.5008 5.0413 5.6174  6.4420
9 1.3830 1.5737 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498 3.6897 4.2968 4.7809 5.2907 6.0101
10 1.3722  1.5592 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 3.5814 4.1437 4.5869 5.0490  5.6938
11 1.3634 1.5476 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058 3.4966 4.0247 4.4370 4.8633  5.4528
12 1.3562 1.5380 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 3.4284 3.9296 4.3178 4.7165  5.2633
13 1.3502  1.5299 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123 3.3725 3.8520 4.2208 4.5975  5.1106
14 1.3450 1.5231 1.7613 2.1448 2.6245 29768 3.3257 3.7874 4.1405 4.4992  4.9850
15 1.3406 1.5172 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467 3.2860 3.7328 4.0728 4.4166  4.8800
16 1.3368 1.5121 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 3.2520 3.6862 4.0150 4.3463  4.7909
17 1.3334 1.5077 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982 3.2224 3.6458 3.9651 4.2858  4.7144
18 1.3304 1.5037 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784 3.1966 3.6105 3.9216 4.2332  4.6480
19 1.3277 1.5002 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609 3.1737 3.5794 3.8834 4.1869  4.5899
20 1.3253  1.4970 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453 3.1534 3.5518 3.8495 4.1460  4.5385
21 1.3232  1.4942 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314 3.1352 3.5272 3.8193 4.1096  4.4929
22 13212 1.4916 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188 3.1188 3.5050 3.7921 4.0769  4.4520
23 1.3195 1.4893 1.7139 2.0687 2.4999 28073 3.1040 3.4850 3.7676 4.0474  4.4152
24 1.3178 1.4871 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969 3.0905 3.4668 3.7454 4.0207  4.3819
25 1.3163 1.4852 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874 3.0782 3.4502 3.7251 3.9964  4.3517
26 1.3150 1.4834 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 3.0669 3.4350 3.7066 3.9742  4.3240
27 1.3137 1.4817 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 3.0565 3.4210 3.6896 3.9538  4.2987
28 1.3125 1.4801 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 3.0469 3.4082 3.6739 3.9351 4.2754
29 1.3114 1.4787 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564 3.0380 3.3962 3.6594 3.9177  4.2539
30 1.3104 1.4774 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500 3.0298 3.3852 3.6460 3.9016  4.2340
%) 1.2816 1.4395 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758 2.8070 3.0902 3.2905 3.4808  3.7190
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18.3. PROSENTILER FOR x?-FORDELINGEN MED v FRIHETSGRADER (JVRE HALE)
18.3. Prosentiler for y*-fordelingen med v frihetsgrader (gvre hale)

Tabellen viser x
symmetrier for y2.
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18.4. I'-funksjonen
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